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复合 条 款 下 的 农作物 生长 指数 期 权 定 价 公式 * 


傅 毅 ， 张 寄 洲 ， 王 杨 
(上 海 师范 大 学 数理 学 院 ， 上 海 200234) 
摘 要: 本 文 针 对 农作物 生长 的 阶段 性 ， 研 究 了 在 连续 扩散 的 基础 上 ， 含 有 障碍 条 款 以 及 重 置 条 款 的 农 作 


物 生 长 指数 期 权 的 定价 问题 。 利 用 投资 组 合 进行 对 冲 ， 建 立 了 农作物 生长 指数 期 权 的 复合 条 款 模 
型 。 通 过 分 阶段 计算 ， 得 到 了 相应 的 定 解 问 题 ， 最 后 用 偏 微分 方程 的 理论 得 到 显 式 的 定价 公式 并 


给 出 了 数值 分 析 实 例 。 
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1 引言 


随 着 人 们 对 于 天 气 风 险 认 识 的 更 加 深刻 ， 特 别 是 在 1997 年 的 尼 尔 尼 诺 (EINino) 现象 之 
后 ， 迫 使 许多 公司 需要 对 冲 其 天 气 风 险 。1997 年 天 气 衍 生产 品 市 场 应 运 而 生 册 。 近 年 来 ， 天 
气 衍 生产 品 市 场 迅 速 扩大 ， 交 易 量 步 步 攀升 。 虽 然 天 气 衍生 产品 是 一 个 新 生 事物 ， 但 是 在 
天 气 期 权 、 天 气 期 货 、 天 气 互 换 等 产品 的 定价 上 ， 许 多 思想 都 来 源 于 我 们 所 熟知 的 期 权 定 
价 。1992 年 ，D'Arcy 等 在 文献 四 中 提出 了 使 用 灾难 期 货 来 保障 收益 ， 为 天 气 衍生 产品 的 出 现 
打下 了 基础 。 在 随后 的 十 几 年 间 ， 大 量 的 研究 者 们 利用 如 均衡 分 析 法 加 ， 影 子 价格 的 方法 针 等 
为 天 气 衍 生 品 进行 定价 。 农 作物 生长 指数 期 权 作 为 天 气 衍生 产品 的 一 个 重要 组 成 部 分 ， 主 要 用 
于 帮助 农产品 生产 经 营 者 应 对 不 利 天 气 ， 抵 御 风 险 ， 锁 定 收益 。 由 于 农作物 生长 指数 所 对 应 的 
农作物 通常 在 其 生长 过 程 中 有 多 个 生长 阶段 ， 在 不 同 的 生长 阶段 中 ， 根 据 交 易 双方 不 同 的 利益 
需求 ， 期 权 内 往往 含有 障碍 条 款 和 重 置 条 款 。 

本 文 针对 农作物 生长 的 阶段 性 ， 主 要 研究 在 连续 扩散 的 基础 上 ， 含 有 障碍 条 款 以 及 重 置 条 
款 的 农作物 生长 指数 期 权 的 定价 问题 5.6， 并 建立 了 农作物 生长 指数 期 权 的 复合 条 款 模型 。 虽 
然 本 文 研究 的 农作物 生长 指数 期 权 类 似 于 我 们 所 熟知 的 欧式 看 涨 期 权 ， 但 由 于 这 类 期 权 的 标的 
是 不 可 交易 的 温度 指数 ， 以 及 同时 考虑 其 交易 费 和 复合 条 款 ， 这 就 相应 的 提高 了 定价 问题 的 复 
杂 性 。 为 解决 这 一 问题 ， 本 文 利用 投资 组 合 建立 对 冲 ， 通 过 分 阶段 计算 ， 得 到 相应 的 定 解 问 
题 ， 最 后 用 建立 偏 微分 方程 的 方法 得 到 显 式 的 定价 公式 并 给 出 了 数值 分 析 实 例 。 


2 ”数学 模型 


2.1 基本 假设 


收 稿 日 期 : 2008-07-21. 作者 简介 : 傅 才 (1981 年 11 月 生 )， 男 ， 硕 士 ， 讲 师 . 研究 方向 : 金融 数学 . 
* 基 金 项 目 : 国家 重点 基础 研究 发 展 计划 (973 计划 ) (2007CB814903); 上 海 市 科 委 重大 科技 攻关 项 目 (075105118); 
上 海 市 计算 数学 重点 学 科 和 上 海 师 范 大 学 科研 项 目 (SK200933; SK200812). 


2 | 程 数 学 学 报 第 27 卷 


1) 农作物 日 生长 指数 


GDD; = max { ( am -4h),0}, 
其 中 Twsx 为 当日 最 高 温 值 ，Tivin 为 当日 最 低温 值 ，h 为 有 效 期 内 的 标准 温 值 。 
2) 农作物 生长 指数 


CGDD; = 》 GDD;, i=0,1,2,3,.…. 
0 


为 简便 起 见 ， 这 里 用 5; 表示 农作物 生长 指数 。 

3) ”本文 根 据 棉花 的 生长 为 例 。 棉 花 在 开花 和 吐 架 之 前 分 为 菌 期 和 荤 期 两 个 生长 阶段 ， 其 
中 苗 期 是 指 棉花 从 出 苗 到 现 车 的 阶段 。 在 长 江 流 域 该 阶段 始 于 4 月 ， 易 遭受 北方 冷 空 气 的 侵 
扰 。 为 保证 投资 者 的 收益 ， 合 约 在 这 一 阶段 设计 有 重 置 条 款 。 蔷 期 是 指 棉花 从 出 蕾 到 开花 的 阶 
段 ， 在 长 江 流 域 多 出 现在 6 月 中 旬 ， 该 阶段 的 花 荔 受 温度 影响 较 大 ， 温 度 过 高 容易 造成 棉 株 死 
亡 。 因 而 为 保证 棉花 生产 者 的 利益 ， 合 约 在 该 阶段 设置 有 障碍 条 款 。 合 约 具 体 条 款 如 下 : 

将 有 效 期 [0, 了 分 为 两 个 阶段 : 

(a) 在 第 一 阶段 [0, 了 I]， 如 果 SzT，> KK， 那 么 在 到 期 日 的 总 定 价 为 K = ST,; 而 当 ST < 
时 ， 则 敲定 价 不 变 ; 

(b) 在 第 二 阶段 [五 ,了 ， 根 据 农作物 的 生长 要 求 ， 设 置 障碍 为 Sp。 若 累积 生长 指数 超过 这 
个 障碍 值 ， 则 期 权 的 价值 为 0。 

4) 对 于 农作物 生长 指数 S。 假 定 其 净值 服从 几何 Brown 运动 
= pdt + osdW, 

这 里 人 表示 漂移 率 ，cs 表示 波动 率 且 均 为 常数 。 

5) 支付 差额 交易 费用 。 差 额 交 易 费 用 可 看 作 是 投资 者 因 买 痰 合约 而 产生 的 直接 费用 ， 一 
般 由 多 头 支付 ， 并 以 合约 在 时 段 凡 上 十 的 内 交易 额 差 额 的 固定 比例 g 来 表示 ， 寻 是 小 量 ， 但 不 
趋 于 0， 此 时 利率 为 常数 。 为 了 对 冲 期 权 所 带 来 的 风险 ， 每 隔 给 时 段 就 要 调整 一 次 用 来 对 冲 
的 合约 的 份额 5A。 

6) 假设 复合 型 农作物 生长 指数 期 权 ( 下 称 生长 指数 期 权 ) 的 价值 Gi 是 关于 时 间 、 农 作物 生 
长 指数 的 函数 ， 即 Gi = G(Si,t)。 

7) 整个 市 场 的 各 种 关于 温度 的 信息 都 是 公开 的 。 

8) 市 场 利率 是 无 风险 利率 7。 

2.2 建立 方程 

在 池上 十 史 时 段 内 构造 投资 组 合 贡 ， 它 由 工 份 生长 指数 期 权 CG 和 人 A 份 有 相同 到 期 日 ， 并 
且 t 时 刻 价值 为 M(S 一 B) 的 合约 组 成 ， 其 中 M 表示 赔付 率 ， 召 表示 生长 指数 的 基准 值 ， 且 为 
常数 。 

I =G: ~ AM(S, - B). 


下 面 为 了 书写 方便 ， 省 略 下 标 t。 根 据 假设 条 件 ， 结 合 It6 公式 的 离散 形式 有 
6I = 6G — AM6S + AM6B — gMl6S||6A| 


5 
一 + 6 十 画 弛 -AM05+TAM6B 一 9MI05 .6Al, 
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其 中 人 A = 十 唉 。 因 保值 调整 策 赂 而 产生 的 交易 费 为 已 (gMI5S .5Al)。 先 计算 158 .5At|。 


1 6G 6G 1 82G 

6 .5A = 石 53 oa oe oi) = 768. (F365 + 0(6)) 
_ 1ss. ~ 工 zs282112G 
= 元 53 (cssav5 GC | 0(6t)) ~ "Bt + O(6t 3), 


其 中 下 ~ N(0,1)。 此 时 ， 可 以 计算 交易 费用 的 数学 期 泌 


ee a 2 2 - 空 2 
已 (QMI65 .5A|) =- 霹 广 qaM -二 o25 ol e- 至 dz sqo38S a 


出 此 上 述 5II 的 数学 期 望 为 


2G 
五 (6IT) = dt+ jc 89 dt t+ edB 一 ga39? 


根据 无 套利 诛 理 ， 此 时 
E(6H) = rt =7[G—AM(S— B) |ét. 


由 于 dB = rBdt， 整 埋 得 
OG 1 D2G OG 


CA 二 “2 G2 2 a ye 0 
B+ osgS Badtt F548B— da35 Gla r( 553+ B 


0 
92G 称 为 了 保值 因子 ， 对 于 多 头 而 言 ，7 为 正 ， 而 对 空头 ，7 始 终 为 负 。 故 结合 名 8 的 值 ， 上 
述 生长 指数 期 权 的 定价 方程 为 


OG OG ) 


0G 18G 8G 
ICG= 责 +a02 go +S rG 一 0. 


其 中 o2 = oo 一 go 一 (1 一 9)o3。 


3 ” 定 解 问题 
为 使 计算 简便 ， 取 M = 1。 在 国 , 刀 时 间 内 ， 考 虑 下 面 两 种 情况 。 
(a) 车 Sr，< KK ， 则 到 期 时 敲定 价 不 变 。 在 这 个 阶段 内 一 旦 温度 指数 大 杆 该 阶段 的 障 
Sp， 则 生发 指数 期 权 价值 为 零 。 在 D2 :0 < 5 < Sp, Ti < t< 人 了 内 定 解 闫 题 为 
LGa = 0, 
GalSB,t) = 0， (1) 
Va 0 a et 
(b) 车 Sr 之 久 ， 到 期 时 的 敲定 价 为 ST,。 在 这 个 阶段 内 一 旦 温度 指数 大 于 该 阶段 的 障 
SB， 则 生长 指数 期 权 价 值 为 零 。 在 D2 :0 < 5S < SB, 1<t<T 内 定 解 问 题 为 
LGb。 = 0, 
Go(SB,t) = 0, 
Go(S,T) = (5 — Sn,)t, 0<Sz< SB. 
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在 Di:0<S<+oo 0<t<T 内 ,根据 Sz, 特殊 性 可 以 得 到 如 下 的 定 解 问题 


LG. =0, 人 
Ge(S,T1) = Ga(S, Ti +O)T{Sn, < K}+ Go(S, Ti +0)T{S7, > K}. 


首先 考虑 定 解 问题 (1)。 令 


KEK 
z=-In 洁 ， Cu = SBYu, KB 


可 得 
DG。 SpOu Ga Sp SpOu 


05 ~ Sa 0 0+ sa 
于 是 可 将 定 解 问题 (1) 转化 为 如 下 形式 


吕 填 #02 于 十 (402 一 7) 名 一 rwu=0，, rER, TI<t<T, 
u(x,T) = (e-? — KBg), 0<Zz<+o, (3) 
u(0,t) = 0. 


对 定 解 问题 (3) 做 函数 代 换 ， 令 w= eo1?+A1(T-W， 其 中 


10o2—r 1 2 2 
则 定 解 问题 (3) 转化 为 如 下 形式 
W(z,T)=e (ee ?— KBp), (4) 
W(0,t) =0. 


为 求 此 方程 ， 作 奇 延 拓 


e-olz(e-z 一 天 5)+，2 > 0， 
2(7) = 


一 eolz(ez — Kp)t, 2Z < 0. 


则 问题 (4) 转化 为 
Wi(z,T) = p(x). 
和 1 1 
Wi{(z,t) = rn e 2°2(7-t p(€)dé 


十 ce 一 E)2 C2 
ovV27r(T—t) Jo 
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问 到 函数 w(x,t)， 得 到 


e~—"(T-t) —InKs _ le-0+( 多 -7)(T-t)]? 
u(7z,t) = 一 一 一 一 一 e 202(T-H (e*— Kp)dé 
ovV2r(T—t) .Jo 
-—r(T-t) 2( 叶 一 一 Ke f(t)-(G -nT 
e 京 ( 写 一 了)Z f 3 (3 
0 


20<(T~—t 二 
a Wy (hs 


2 (HT +)(T-) 
rz Sp 2 —r(T—t) Sp 2 
2 2 ee 2 e Tdw 
V27 st Ke-(T+n) (Tt) V2 r+tin KBp+(®- —")(T-t) 
ovTI-t 0 —p 
rz 之 一 In KB+(F+)TD 
Var J 2 +r)(T-t) © dw 
27 /和 
2 
or-r(T-b- 训 ( 宇 -r)z DC Xp-( i Atel 2 
二 KB 一 一 一 一 一 一 人 e ”5 dw. 
一 eal 一 t 
令 
2 2 
ead © Tae) nt OE Pe ed hhh) Ny ee 
oyVT=+ ovT—t ， 
2 2 2 
ln Ra 十 ( 写 十 站 (三 一 考 In 案 填 ( 导 ++7)(T 一 4 
ds=ds+ovVT—t, d = 一 至 2 de 
和 2 ovT—t ovT—t 


dr7=ds—ovT—t, ds=de—-ovTiT—t. 
因此 将 变量 替换 为 最 初 的 变量 可 得 Ga(S,t) 的 最 终结 果 


GalS,t) = S[N(di) ~ N(d2)]| - Ke—"(?-)[N(da) — N(d4)] 
-ss( 蛙 )” [Nds) NGO] + Ke ( 鸭 ) [Ndr) ~ Neal 


同 理 可 得 
Gs(S,t) = S[N(di) — N(G)] - Sn,e— "(TD [Nds) — NG] 
-Sp( 畦 )” IN(as)-N(ae)] +Sne-"99( 羞 ) YING -NG 
其中 


(有 二) 人 一 二 


d= ， d=d+ovT-t, 
2 ov SS 

ins +( 空 二 站 (人 丰 一 性 
人 


OICV 了 一 二 ’ 


接 下 来 考虑 定 解 问题 (2)， 令 


2 
20” 一 了 1 /oo 
z=lnS, +=T-t, Ge = wecz+pT， Q 一 2 二 ， p=-r-z( 宁 - 


则 原 定 解 问题 可 以 转化 为 


(2,0) =e-° [Ga(e?, 0)T{zo < In K}+ Go(e®,0)I{zo > In K}]. 
根据 热传导 方程 可 求解 u(x,7) 


十 oo 2 
u(x,T) = / a 0)dé 


_oo GOV27T7 


-三 i (es 0 + 太志 


_oo OV2NT K OV27nT 


将 了 7 代 回 得 


+ 一 Pe 20 Cr t) SC E 0 d 
CotsD)as 


十 oo 
Ink —t) 
为 求解 上 述 积分 式 ， 根 据 Gs。, Gs 的 具体 形式 ， 首 先 计 算 如 下 的 积分 


In 五 ze)2 
/ — ae-otet N(di)dé 
_o0 270 (全 —t) 


i 
一 一 一 e 385 6-aéG, (ek, 0)dé. 


2xnovV11—t 
令 2 
,+ 
ovi1—t . 
可 得 
Ins Ch VT . 
(nSe 一 刁 一 (十 一) 人 E= cy Tt+(r+ (nt)+z 
OV 一 人 1 2 
取 
_ mvT-1 十 YVZ1 
1 Tt : 
则 
T-—t 
ey i ls 
令 p= 也 二 ， 可 得 
T-t 1 
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i 


(5) 


ar 和 InK ((€-z)-(r ( )? pailé) 
1 ct 二 ma- /.: 2 人 ee- 学 dmdé. (6) 
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再 令 
,2 (Sp— 2)+(r+ ST- 
CE ovT—t . 
根据 如 上 的 这 些 变换 ， 则 积分 (6) 等 于 
zr ri ZT a b mop 
oe- - + 一 小 ， wy/ e 3 dmi 
2xV1l—pJ-w Sr 


2 党 
2z(r+ 守 )+(r+ 针 )?(T1 一 t) 
一 e 2 M (a1, b1, p). 


同 理 ，(5) 的 第 一 个 积分 得 


2z(r+ 守 )+(r+ 2 )2(T1 —t) 
F(z,t) = @ 2 [M(ai, b1, p) 一 M (a2, b2, p)] 


Ke-"(T-T)+ 2 [M(as, 5b3, 7p) — M(a4, ba,p)] 
SH) tH (0 bs,p) — Most 
a [M(ax, b7,p) — M (as, bg, p)]. 
公式 (5) 的 第 二 个 积分 得 
F(z,t) = € 20 [M(p1, gi, 7p) 二 N(g2)N(p2)] 


一 22( 对 +7) 二 (对 二 7)2(T1 一 二 


-Ke TT) 过 [M(ps,q3,p) — N(qa)N (pa)] 


2 2 > 
1 十 29) 二 2z(r+ 王 )+(+ 玉 )2(T 一 t) 
( 7)o 0 [ 


二 5 M(p5,g5, 仆 一 M(pe,qe,p]] 


2z(3g2 ~r)+(3g2 —7)2(T1-t) 


5 [M(p7, 97, 7) — M (pg, qa, p)]. 


+480 +o)e-r(T-T)+ 


其 中 
InK—z— (r+ 2 InSp 一 zf 十 (r 二 他)(T 一 人 
ovV1i1— ovT—t b 
; jn 五 一 Z 十 (~ 十 宇 )( 工 一 注 mK- z+(T -Nt) 
Q2 一 Q 二 一 -一 一 一， 人 
2 i, 2 ovVit 5 ov 而 一 
7 a le InK—z+(S -7r)(T -t) 
8 = 一 -一 一 一， aa = as， = 一 一 一 一 一 一 一 一 ， 


ovVT— : ovVT—t 


天 一 z 十 ( 宇 TA bo 四 秆 +( 儿 + 人 T 一 0 


人 ovVir -i 车 ovi : 


Ql 三 
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No _InSp -z+( 守 +7)(T ; InK-z-( 多 -7)(n-t) 
6 一 45, 6 一 ovVi-t ; 一 ov 而 二 》 
In 稚 -zy (7r)(T-t) InSgp—z— (rT-t) 
b= 一 ay， 有 = 一 一 一- 一- 一 ， 
7 ovVi -1 “i ovT -1 
zhK+(r+)(T -dt _ InSg—z-(r+ 多 )(T -dt 
21 一 训 Tt ; 二 | i ) 


一 (r 二 字 )(T 一 多 ) InSp -z+(F "(Tt 


2D2 三 DPI， 902 一 ov 大 二 页 ， 2 三 DPI， 43 二 ovi -i 
NU 
D4 3， 44 ov 克 页 ， ps ov 万 二 7 ) 


2InSp 27+( 字 十 7)(T-t+ 了 一 人 
” oVi Hr , 


InSp 一 z 十 (他 十 7)(T 一 t+( 字 一 7)(T 一 也 ) 


pe =ps, qd6= avi 》 
_ zlInK+( 允 一 7)(T —t) _ 2lnSp — 27~ (30?2— 27)(T —t)— ( 室 一 站 (人 一 也) 
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InSgp—z-( 允 一 7)(Ti -起 一 (至 -门人 一 也 ) 


Ds 一 D7， d8 一 ovVi-t 


Tit ~、 —2VTi —t 
因此 ， 在 时 间 段 [0, 了] 上 复合 型 农作物 生长 指数 期 权 的 定价 公式 为 
Ge(S,t) = eS+HN [Fi(InS,t) + Falln ss,t)]. 
将 上 述 两 个 阶段 的 解 联 合 起 来 ， 即 得 在 D:{0<t<7T,0<5S<o0} 上 的 解 为 
Ga(S,t), ST, <K, Ti<t<T, 0<5< Sp, 


G(S,t)= 4 Go(S,t), ST, > 天 Ti<t<T, 0<5S< Ss, 
GelS,t), 0<t<T, 0<5S<+o0. 


4 ”数值 分 析 举 例 


我 们 根据 大 豆 的 生长 情况 ， 在 五 月 初 至 八 月 底 的 120 天 内 ， 以 天 为 单位 ， 取 温度 指数 波 
动 率 g = 0.04， 日 利率 + = 0.0001， 敲 定价 为 800， 障 碍 值 为 1200，T = 120, = 60。 首 先 
我 们 观察 在 C1 : {Sm < K, 了 <t<7T,0<S< Sp} 范 围 内 的 G。。 在 图 1 中 ， 期 权 的 价值 
在 同一 时 间 轴 上 上 ， 起 初 随 着 温度 指数 的 增加 而 增加 ,但 是 随 着 指数 增长 到 1200 附 近 时 ， 由 
于 受到 障碍 值 的 影响 ， 期 权 价 值 迅 速 向 0 回落 。 同 时 ， 在 同一 指数 轴 上 ， 当 指数 大 于 敲定 价 
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而 小 于 障碍 值 时 ， 随 着 时 间 t 的 增长 ， 期 权 面 临 的 风险 在 逐步 减少 ， 期 权 的 价格 乏 步 上 升 。 
在 Co :{Sm > K, 了 <t<T,0<5<5Sgp} 范 围 内 ， 我 们 假设 ST, = 900， 虽 然 Ge 的 表现 基本 
与 Go 类似， 但 是 由 于 重 置 后 敲定 价 高 于 天 ， 所 以 获 利空 间 缩小 ， 期 权 的 价值 也 相应 较 小 ， 见 
图 2。 

最 后 我 们 观察 在 Ca : {0 <t< 克 ,0 < 5<+o0} 范 围 内 的 Gc。。 在 同一 时 间 轴 上 ， 由 于 是 看 
涨 期 权 量 此 处 所 研究 的 指数 上 限 远 低 于 障碍 值 ， 敲 出 风险 较 小 ， 所 以 随 着 指数 的 上 涨 ， 期 权 的 
价格 也 随 之 上 涨 。 特 别 在 时 间 点 60 附近 ， 随 着 指数 在 小 于 敲定 价 范围 内 的 上 上涨 ， 此 时 该 期 权 
向 上 重 置 的 风险 较 小 ， 又 存在 着 指数 土 涨 获 利 的 预期 ， 期 权 价格 有 较 明 显 的 上 升 。 同 时 由 于 受 
到 后 期 重 置 、 障 碍 的 双重 获 利 约束 ， 期 权 较 前 两 个 阶段 而 言 ， 获 利空 间 较 小 ， 所 以 期 权 价值 相 
对 较 低 ， 这 些 情况 与 实际 市 场 情况 比较 吻合 ， 见 图 3。 


图 1: ”Go 的 图 像 


Gb Ge 


图 2: Gs 的 图 像 图 3: ”Ge 的 图 像 


第 27 卷 


六 
六 
和 
A 


10 工 程 数 


5 ”结论 


本 文 讨论 了 包含 障碍 、 重 置 两 种 合约 条 款 ， 与 农作物 生长 指数 挂钩 的 复合 型 农作物 生长 指 
数 期 权 的 的 定价 模型 ， 利 用 对 冲 和 It6 公式 构造 定 解 问题 ， 并 最 终 利 用 PDE 的 方法 得 到 了 定 解 
问题 的 显 式 解 。 在 这 个 基础 上 ， 我 们 可 以 进一步 得 到 两 次 以 上 的 障碍 或 重 署 期 权 ， 但 这 样 的 结 
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The Pricing of Cumulate Growing Degree Day Options with 
Compounding Items 


FU Yi, ZHANG Ji-zhou, WANG Yang 


(College of Mathematics and Sciences, Shanghai Normal University, Shanghai 200234) 


Abstract: In this paper, we discuss the option pricing model of the cumulate growing degree day with 
the obstacle items and resetting items on the basis of a continuous diffusion. By means of portfolio 
hedging, a model of the cumulate growing degree day option is established. The corresponding solution 
is obtained by a stage-wise calculation. Finally, a obvious pricing formula is obtained by the method 
of PDE, and a practical numerical example is given. 
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